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1. INTRODUCAO

No minicurso Caracteres sobre Corpos Finitos e Aplicagoes, pre-
tendemos introduzir conceitos e resultados basicos da Teoria de Caracteres e
aplica-los sobre Corpos Finitos, além de apresentar algumas de suas diversas
aplicacoes.

Pretendemos cobrir todo o bésico da teoria de caracteres sobre grupos
abelianos (com foco em corpos finitos), demonstrando todos os resultados
de forma que o minicurso seja quase totalmente autocontido, com poucos
pré-requisitos acerca da teoria bésica de corpos finitos.

Um caracter em um grupo abeliano multiplicativo G ¢ um homomorfismo
x:G— C.

Se G = I, (additivamente) ou G = F; (multiplicativamente), onde [, é o
corpo com ¢ elementos, temos um caracter sobre um corpo finito.
Existem diversas referéncias que podem cobrir o basico sobre caracteres

como, por exemplo, a “biblia” de corpos finitos [0].

2. TEMAS A SEREM ABORDADOS

Caracteres formam uma poderosa ferramenta em Algebra e Combinatéria
e podem ser aplicados em diversos problemas de existéncia e contagem de
elementos, especialmente em corpos finitos. Caracteres sao amplamente uti-
lizados também em Teoria dos Numeros, em especial na Teoria do Crivo e
no Teorema dos Nimeros Primos em Progressao Aritmética (ver, por ex-
emplo, [3]). No minicurso, abordaremos alguns dos problemas sobre cor-
pos finitos, que podem ser adequados para um piblico-alvo em nivel bésico
ou intermedidrio. Dentre as sugestoes, podemos destacar alguns problemas

classicos:
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e Lei da Reciprocidade Quadratica: Sejam p um nimero primo e

a € 7Z. Definimos o simbolo de Legendre como:

1, sexz?*=a (mod p) tem solugao em Z,

()= o =r
—| = , sep]|a,
D D

—1,  caso contrario.

E possivel mostrar que (%) ¢ uma funcao completamente multiplica-
tiva em a, formando, portanto, um caracter moédulo p. A Lei da

Reciprocidade Quadratica afirma que se p e ¢ sao primos impares
distintos entao

9 0)-oes

Em outras palavras, a Lei da Reciprocidade Quadrética relaciona a
existéncia de solugoes de % = ¢ (mod p) com a existéncia de solugoes
de y* = p (mod q). E possivel também determinar os valores de
(_71) e ( 12_7) No minicurso, vamos demonstrar a Lei da Reciprocidade
Quadratica (veja [0, Capitulo 5]).
Com ideias anélogas e um pouco mais de trabalho, é possivel estu-
dar as equagoes de grau superior, como as ctibicas 3 = a (mod p) e
biquadraticas #! = a (mod p), mas nao abordaremos essa parte no
minicurso.
e Equacoes Diagonais: Uma equacgao diagonal sobre um corpo finito

F, ¢ uma equacao da forma
k k
axi' + -+ exy =b,

onde ki,..., ks € Zso, c1,...,¢s € Fy e b € F;. O problema a ser
tratado aqui é a enumeracao das solugoes da equacao diagonal. No
minicurso, vamos estudar o numero de solugoes, fornecendo cotas
inferiores e superiores (veja [0, Capitulo 6]).

e Problema de Waring sobre corpos finitos: Seja g(k,q) o menor
inteiro positivo s tal que todo elemento b € [, possa ser escrito
como soma de no maximo s poténcias k-ésimas em F,. O problema

de determinar ou estimar g(k, ¢) é chamado de Problema de Waring.
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No minicurso, vamos estimar g(k, q) (veja [7, Capitulos 6 e 7 e suas
referéncias internas).

e Polin6mios primitivos com trago prescrito: Seja p(x) = 2" +
ap_12" '+ - 4 a1 + ag € Fyfz]. Definimos o trago de p(x) como
Tr(p(x)) = a,—1. Dizemos que um elemento o em uma extensao
Fgn & primitivo se (o) = F;., e nesse caso seu trago Tryn/q(a) serd
definido como o trago do seu polindmio minimo. Equivalentemente,

Trgnjq(a) = o a4 ol ta.
Dizemos que p(z) é primitivo se p(z) for o polinémio minimo de um
elemento primitivo. No minicurso, vamos mostrar que, com raras
excegoes (¢, n), dado ¢ € F, existem polinémios primitivos p(x) com
Tr(p(x)) = ¢, ou equivalentemente, existe elemento primitivo a € Fyn
com Trgn /(o) = ¢ (veja [1]).

e Teorema da Base Normal Primitiva: Este é um resultado pro-
fundo na teoria estrutural de corpos finitos e foi provado em completa
generalidade somente apos ser tratado via caracteres. Uma extensao
F,n de F, pode ser vista como um F -espago vetorial de dimensao n,
possuindo, portanto, uma base. Uma base é dita normal se for da
forma {3, B4, [N T }. Uma base normal primitiva é uma base
normal como acima, onde (3) = F;.. O Teorema da Base Normal
Primitiva afirma que para todo ¢ poténcia de primo e todo inteiro
positivo n, existe uma base normal primitiva de Fy» sobre F,. No

minicurso, vamos demonstrar este teorema (veja [2, 5]).

3. PUBLICO-AIVO

O nivel do minicurso é intermediario, adequado a estudantes em final

de graduacao, mestrado ou inicio de doutorado.

4. PRE-REQUISITOS

O minicurso sera quase totalmente autocontido. Serao considerados pré-
requisitos apenas os seguintes resultados bésicos sobre corpos finitos, mas
que serao relembrados rapidamente na Aula 1:

e Existéncia e "unicidade” de corpos finitos com ¢ elementos, onde ¢ é

poténcia de primo;
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e o grupo multiplicativo [} é ciclico de ordem ¢ — 1;
e Extensao de corpos finitos;
e A extensao Fyn de F, pode ser vista como um espago vetorial de

dimensao n sobre F,.

5. OBJETIVOS
5.1. Objetivo Geral.

e O objetivo deste minicurso é o de introduzir conceitos e resultados
basicos da Teoria de Caracteres sobre Corpos Finitos e apresentar

algumas de suas diversas aplicacoes.

5.2. Objetivos Especificos.

e Apresentar os conceitos e resultados basicos da teoria de caracteres;
e Apresentar as somas de Gauss e de Jacobi;

e Aplicar os caracteres sobre corpos finitos;

e Aplicar os caracteres as equacoes diagonais;

e Aplicar os caracteres ao problema de Waring;

e Aplicar os caracteres aos polindomios primitivos com trago prescrito;

e Demonstrar o Teorema da Base Normal Primitiva.

6. CONTEUDO PROGRAMATICO

O minicurso consta de 5 aulas, cada uma com duragao de 50 minutos.

A seguir temos um resumo do programa a ser ministrado.

6.1. Aula 1: Resultados basicos sobre caracteres e somas de carac-
teres.

(i) Revisao sobre corpos finitos;
(ii) Caracteres de um grupo abeliano: defini¢ao e exemplos;
(iii) O grupo dual;

)
)
(iv) Relagoes de ortogonalidade;
(v) Somas de Gauss;

)

(vi) Somas de Jacobi.
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6.2. Aula 2: A Lei da Reciprocidade Quadratica e caracteres sobre

corpos finitos.

(i) Simbolo de Legendre;
(ii) Lei da Reciprocidade Quadratica via caracteres;

(iii) Corpos Finitos: somas de caracteres aditivos e multiplicativos.

6.3. Aula 3: Equacgoes Diagonais e o Problema de Waring.
(i) Equagoes diagonais;
(ii) Problema de Waring sobre corpos finitos; e/ou

(iii) Vamos mencionar também alguns resultados de artigos listados na
Subsecao 6.3 de [7]).

6.4. Aula 4: Polinémios primitivos com traco prescrito.

(i) Polinémios primitivos com trago prescrito [1].

6.5. Aula 5: O Teorema da Base Normal Primitiva.

(i) O Teorema da Base Normal Primitiva [2, 5].

Observacao. Os resultados principais a serem demonstrados nas Aulas
4 e 5 requerem uma pequena parte de verificacado computacional. Apesar de
nao discutirmos todos os detalhes, falaremos um pouco sobre os algoritmos
de busca usados nas suas demonstracoes que podem ser implementados em

Softwares basicos como o SageMATH.
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