o Fose OPRM 2018
Nivel 3 Olimpiada Paranaense
01/09/18 de Matematica

Duracao: 4 horas

1. Considere os nimeros de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21, ..., onde cada termo na sequéncia é a
soma dos dois termos anteriores. O ano mais préximo de 2018 que é ntmero de Fibonacci foi
0 ano de 1597. Qual é o préximo ano que é nimero de Fibonacci? Qual nimero de Fibonacci
estd mais préximo de 1000007

Solugao:

Somando-se os dois termos anteriores sucessivamente obtemos a seqiiéncia: 1,1,2,3,5, 8,13,
21,34,55,89, 144,233, 377,610,987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025,
121393.

Dessa forma, 2584 é o préximo ano nimero de Fibonacci. Como [100000 — 75025| = 24975
e 121393 — 100000| = 21393, temos que 121393 é o nimero de Fibonacci mais préximo de
100000.

Critérios:
e Acertou que 2584 é o Fibonacci mais préximo de 2018: 48 pontos
e Escreveu corretamente todos os niimeros de Fibonacci até 121393: +8 pontos

e Verificou que 121393 é o mais proximo de 100000: +4 pontos
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2. Determine se as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras ou falsas. Prove as verdadeiras e dé um
contra-exemplo para as falsas:
a) A soma dos quadrados de dois inteiros consecutivos é um multiplo de 4.
b) A soma dos cubos de trés inteiros consecutivos é um miltiplo de 9.

¢) A soma das quintas poténcias de cinco inteiros consecutivos é um multiplo de 25.

Solucgao:

a) FALSA, por exemplo 22 +32=4+9=13=1 mod 4.
Critérios:
e Achou um contraexemplo: 42 pontos
b) VERDADEIRA: Counsidere os trés inteiros consecutivos a — 1, a e a + 1, logo usando
que (a+ b)® = a® + 3a%b + 3ab?® + b* a soma de seus cubos é
(a—13+a*+ (a+1)%=(a® —3a> +3a — 1) + a® + (a® + 3a® + 3a + 1)
= 3a® + 6a
= 3a(a® 4 2)
Se a for multiplo de 3 entdo o resultado segue, caso contréario segue do Teorema de
Euler que a? = 1( mod 3) assim a? +2 =0 mod 3 e o resultado segue.
Critérios:
e (Calcula corretamente a soma dos cubos: +3 pontos

e Utiliza corretamente o Teorema de Fuler: 4+4 pontos

e Utiliza o Teorema de Euler mas nao observou a hipétese de a # 0 mod 3: +3
pontos

e Conclui corretamente +1 pontos

¢) VERDADEIRA. Usando que (a + b)®> = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b® 4 5ab* + 17,
considere a soma das poténcias quintas dos cinco ntimeros consecutivos

(@ —2°+ (a—1°+d + (a+ 1)° + (a +2)° = 5ala® + 20a*> + 34)
Usando congruéncias temos que
a' +20a +34=a*—1( mod 5),

assim se @ nio é miltiplo de 5, entdo segue do Teorema de Euler que a* =1 mod 5
ou seja a* —1 =0 mod 5 portanto a* 4+ 20a + 34 é multiplo de 5 e o resultado segue.

Critérios:
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Calcula corretamente a soma das poténcias quintas: +4 pontos

Utiliza corretamente o Teorema de Euler: +5 pontos

Utiliza o Teorema de Euler mas nio observou a hip6tese de a # 0 mod 5: +4
pontos

Conclui corretamente +1 pontos
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3. O resultado do sorteio da Mega-Sena do dia 23 de junho de 2018 foi o primeiro dentre todos
0s 2052 concursos ja realizados no qual todos os niimeros sorteados comecgaram com O mesmo
algarismo: 50 — 51 — 56 — 57 — 58 — 59. Algumas pessoas alegaram que isso era uma prova
que o sorteio havia sido manipulado e chegaram a classificar o sorteio como fraude, roubo e até
viram o fato como sinal de corrupcio.

Por outro lado, muitos jogadores também evitam marcar niimeros consecutivos, pensando que
isso diminua a probabilidade de ganhar o prémio, mas nesse concurso da Mega-Sena foram
sorteados 4 ntimeros consecutivos.

Suponha que os 6 ntimeros sorteados na Mega-Sena variam de 0 até 59.
a) Qual a probabilidade que em 2052 sorteios nunca sejam sorteados 6 nimeros comegando

com o mesmo algarismo? (Considere 0 como um possivel valor para este algarismo, por
exemplo, os nimeros 0, 1,2,3,...,9 tém todos primeiro algarismo 0).

b) Qual a probabilidade que dentre os 6 niimeros sorteados, a maior sequéncia de niimeros
consecutivos tenha comprimento 47

Solucgao:

a) Primeiro calcularemos a probabilidade de que os 6 niimeros comegem com o mesmo
algarismo. Contamos de quantas formas isso pode ocorrer: pelo principio multipli-
cativo temos 6 modos de escolher o digito inicial e C(10,6) formas de escolher os
6 digitos finais. Por outro lado, existem C'(60,6) formas de escolher 6 nimeros de
0 a 59. Assim a probabilidade de sortearmos 6 niimeros comecando com 0 mesmo
algarismo é

p_ 6-C(10,6)
~ C(60,6)

Logo a probabilidade de sortearmos 6 ntimeros que nao comecem com o mesmo alga-
rismo é 1 — P. Como os sorteios sdo independentes em 2052 sorteios a probabilidade
é
6-C(10, 6))2052
1—-—— ~ (.949666
( C(60,6)

Critérios:

e Calcula corretamente a probabilidade P: +4 pontos
e Observa que os sorteios sdo independentes: +1 pontos

e Conclui corretamente: +2 pontos

b) Sao sorteados 6 ntmeros de 60 e queremos 4 consecutivos. Devemos analisar duas
possiveis situacgoes: sortear 4 ntmeros consecutivos + 2 nimeros consecutivos ou
sortear 4 nimeros consecutivos + 2 nimeros nao consecutivos. Se denotarmos os
numeros "escolhidos" por circulos preenchidos e os “nao escolhidos” por circulos vazios,
temos:
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i) Situagdo (4+2): coeeeeceeo

i1) Situagdo (4+1+1): ceeeeceoeo

O ndmero de circulos ndo preenchidos mostrado ¢é ilustrativo. Existem 60 — 6 = 54
circulos néo preenchidos, com 55 espagos entre eles (incluindo os dois extremos) onde
podemos colocar os escolhidos. No caso (a) devemos escolher 2 desses espagos para
colocar os (4 + 2) escolhidos, temos entao 55 possibilidades para colocar o bloco de 4
e logo 54 possibilidades para colocar o bloco de 2: 55 - 54.

No caso (b) devemos escolher 3 desses espacos para colocar os (44 1+ 1) escolhidos,
temos entao 55 possibilidades para colocar o bloco de 4, 54 para colocar um bloco de
1 e 53 para colocar o outro bloco de 1. Como os dois blocos de 1 sdo indistinguiveis
permutar suas posicoes ndo altera o resultado, logo temos W Dessa forma
temos que o nimero de sequéncias de 6 niimeros com exatamente 4 consecutivos é:

55 - 54 + 25158 — 81675
Finalmente, temos que a probabilidade é dada por 3(166072) ~ (0.00163142

Critérios:

e Percebe que tem duas situagoes (4 +2) e (44 +1+1): +2 pontos

Calcula corretamente o nimero de sequéncias do tipo (4 + 2): 44 pontos

Calcula corretamente o nimero de sequéncias do tipo (4 + 1+ 1): +5 pontos

e Faz o raciocinio do nimero de sequéncias do tipo (4 + 1 + 1) sem considerar que os
blocos de 1 sao indistinguiveis: +1 pontos

Conclui corretamente: +2 pontos
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4. Suponha que P(z),Q(z), R(x) e S(x) sdo polindmios tais que

P() + 2 |Q@a” = 1) = S(x)| + 2% | R(2019 - 2°) — S(2)| — 23S (z) = (1 +2")S(a).

a) Prove que existe um nimero complexo z # 1 tal que 2> = 1 e para todo n € Z com
1 <n <4 tem-se

P(1) + 2"Q(0) + z*"R(2018) = 0

b) Prove que se z # 1 e 2% = 1, entdo o determinante abaixo é diferente de zero.

1 1 1
det z 22 2 =28 92,7425 24
22 2t 0

¢) Conclua que 1,0 e 2018 sao raizes de P(z), Q(x) e R(z), respectivamente.

a)

Solucgao:

Podemos escrever a igualdade como sendo
P(x%) + 2Q(z° — 1) + 22 R(2019 — 2°) = (1 + 2 + 2 + 23 + 21)S ().

Segue de (z — 1)(1+z+ 2?2+ 23 +2%) =2° — 1, que 1 + o + 22 + 23 + 2* tem quatro
raizes complexas que sdo as raizes quintas da unidade (exceto 1) as quais podemos

expressar como z,z2, 23,24 sendo z um nimero complexo diferente de 1 e tal que

2% = 1. Logo fazendo = = z, 22, 23, 2* temos

Critérios:

e Conclui corretamente que z deve ser uma raiz quinta da unidade (exceto 1): +3
pontos

e Monta o sistema: +2 pontos

Observe que 28 — 227 +22° — 24 = 24(2 — 1)3(2 + 1) e, sendo 2 uma raiz quinta da
unidade, temos que z* # 0, alem disso z # 1 assim (z — 1)3 # 0 e se fosse z +1 = 0
entdo z = —1 o que implica 22 = 1, contradicio. Logo o determinante é diferente de
Z€ero.

Critérios:
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e Fatora corretamente o polinomio: +4 pontos

e Conclui corretamente que cada fator é diferente de zero: +3 pontos

¢) Podemos interpretar como um sistema de quatro equacoes lineais com trés incog-
nitas: P(1), Q(0) e R(2018). A matriz de coeficientes do sistema é

I

b

Il
= = =
IS TR RN

Eliminando a tltima linha, o determinante da matriz 3 x 3 resultante é exatamente
282274225 — 2% que sabemos que é ndo nulo pelo item@ Logo a matriz A tem posto
3 e, por tanto, o sistema tem uma tnica solugdo, a trivial P(1) = Q(0) = R(2018) = 0.

Critérios:
o Reconhece como um sistema com matriz A: +4 pontos

e Conclui corretamente pelo item@ que o sistema s6 tem a solucdo trivial: +4 pontos
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5. Seja O um ponto no plano e r uma reta que nao contém O. Considere o lugar geométrico
formado pelos pontos P para os quais OP intersecta r em R e |OP| - |OR| = 1.

a) Sejam P; e P5 dois pontos no lugar geométrico tais que 0?1 e 0?2 intersectam r em R;
e Ry respectivamente. Prove que o quadrilatero Ry Py P>Ro é inscritivel, ou seja, existe
uma circunferéncia que passa por seus vértices.

b) Se Pi, P», P3 sdo pontos no lugar geométrico, prove que o quadrildtero OP; P» Ps é inscri-
tivel. Conclua que o tal lugar geométrico é formado pelos pontos de uma circunferéncia
passando por O, retirando-se o ponto O.

Solugao:

)

Note que o0 AP;OP, é semelhante ao AR2OR1, pois

oP| _ |0R)|
|OP|  |ORy

e BOP, = RiOR,.

Assim Omg = O/Pg\Pl (=0 na figura). Segue que a soma dos lados opostos do
quadrilatero R Py P, Ry é 180° e, portanto, o mesmo é inscritivel.

Critérios:
e Verificou que AP;OP; e ARyOR; sdo semelhantes: +6 pontos
e Verificou que a soma dos lados opostos no quadrildtero é 180°: +2 pontos

e Concluiu que o quadrilatero é inscritivel: +2 pontos
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b) Assuma, sem perda de generalidade, que estamos no caso da figura abaixo.

Sejam « = RTO\R;»,, 8= O§1\R3, v = 07%37%1 os angulos internos do AORlRiQmo
mostr@\ﬁgura. Segue que a + 3 + v = 180°. Considere também 3 = P PO e
v = OP,Ps. Pelo item (a) os quadrildteros Ry Py PyRy € RoPyP3R3 sdo inscritiveis.
Portanto 3 = 8/ e v = 4. Sendo Pl/PQ\Pg =B ++' = B+, temos que a soma dos
angulos opostos em OP, P, P3 é

PLOP; + PLPyP; = o+ B+ = 180°.

Assim concluimos que OP; P, P3 é inscritivel.

Finalmente, fixados dois pontos P; e P» no lugar geométrico, o resultado acima ga-
rante que qualquer outro ponto P; pertence a circunferéncia circunscrita em AOP; P;.

Critérios:
e Provou que Pﬁg\Pg =+ ~v: +4 pontos
e Concluiu que OP; P, P3 é inscritivel: +3 pontos

e Provou que os pontos do lugar geométrico estao numa circunferéncia: +3 pon-
tos
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6. Sejam a, b, c nimeros reais positivos. Para cada inteiro positivo n considere a seguinte desi-

gualdade
b+c c+a a+bd 3" 1 1 1
+ + >

am bn cn T (a+ b+ C)n—l + an—l bn—l cn—l‘

Prove que

a) Se existe k > 0 tal que n = 2* a desigualdade é vélida para quaisquer a,b,c > 0.

b) Se a,b, c formam os comprimentos dos lados de um tridngulo, entdo a desigualdade é valida
para todo inteiro n > 1.

Solugao:
Provemos a desigualdade no caso inicial em que n = 1. Aplicando a desigualdade de
Cauchy-Schwartz temos

1 1 1
w+b+®%5+g+g)2“+1+w2:9

Simplificando obtemos
b+c a+c a+b
+ + > 6.

a b c

No caso geral, considere

fala,b,c) = (atbtom™ <b+ca+a+6b+a+bc>.

3n am b cn
A desigualdade fica equivalente a provar que f,(a,b,c) > 1.

a) Note que a+b+c=(b+c—a)+ (a+c—>b)+ (a+0b—c). Assim, aplicando a
desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

(a+bc) b+c—a a+c—b a+b—c S b+c—a a+c—b a+b—c\?
a+b+c n + pn + cn = an/2 pn/2 cn/?2
Portanto,
(a+b+e)" 2 (bdc—a at+c—b a+b—c\?
> .
fn(a’b’c) = 3n < an/? pn/2 /2 )

(a+b+0)"2 (3"2fu(a,b,0))
- 3" (a+b+ c)%_1

> (fz(a,b,0)
Para n = 2F temos

for(a,b,¢) > (foe-1(a,b,¢))> > --- > (fi(a,b, c))Qk >1
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b)

Critérios:

e Demonstrou o caso inicial n = 1: +3 pontos
e Demonstrou o segundo caso n = 2: +3 pontos

e Provou por inducdo o caso geral n = 2¥: 44 pontos

Note que
N 1./ A I 0
fnla,b,c) = s\ an + o + prs
nde \ = b+c—a atc—b 0 = at+b—c
onde a+b+c? H= a+b+c € a+b+c*

Sendo a, b, ¢ lados de um triangulo, temos que A, u,0 > 0. Como A+ pu+60=1ea
fungao = — {/x é convava para n > 1, podemos usar a desigualdade de Jensen para
concluir que

/ l 1
nfnabc 7 % g + +0>:fl(avbvc)21

Critérios:

e Notou que A+ 1+ 6 = 1: 42 pontos
e Observou que = — {/x é concava para n > 1: +3 pontos

e Verificou que Jensen implica o resultado: +5 pontos

BOA PROVA!
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