o Fase OPRM 2018

ONliv(e):; 3 Olimpiada Paranaense
/09/ de Matematica

Duracao: 4 Horas

1. Considere os nimeros de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21, ..., onde cada termo na sequéncia é a
soma dos dois termos anteriores. O ano mais préximo de 2018 que é ntmero de Fibonacci foi
0 ano de 1597. Qual é o préximo ano que é nimero de Fibonacci? Qual nimero de Fibonacci
estd mais préximo de 1000007

2. Determine se as seguintes afirmagcoes sao verdadeiras ou falsas. Prove as verdadeiras e dé um
contra-exemplo para as falsas:

a) A soma dos quadrados de dois inteiros consecutivos é um multiplo de 4.
b) A soma dos cubos de trés inteiros consecutivos ¢ um multiplo de 9.

¢) A soma das quintas poténcias de cinco inteiros consecutivos é um multiplo de 25.

3. O resultado do sorteio da Mega-Sena do dia 23 de junho de 2018 foi o primeiro dentre todos
os 2052 concursos ja realizados no qual todos os niimeros sorteados comegaram com o mesmo
algarismo: 50 — 51 — 56 — 57 — 58 — 59. Algumas pessoas alegaram que isso era uma prova
que o sorteio havia sido manipulado e chegaram a classificar o sorteio como fraude, roubo e até
viram o fato como sinal de corrupcao.

Por outro lado, muitos jogadores também evitam marcar niimeros consecutivos, pensando que
isso diminua a probabilidade de ganhar o prémio, mas nesse concurso da Mega-Sena foram
sorteados 4 niimeros consecutivos.

Suponha que os 6 nimeros sorteados na Mega-Sena variam de 0 até 59.

a) Qual a probabilidade que em 2052 sorteios nunca sejam sorteados 6 nimeros comegando
com o mesmo algarismo? (Considere 0 como um possivel valor para este algarismo, por
exemplo, os nimeros 0,1,2,3,...,9 tém todos primeiro algarismo 0).

b) Qual a probabilidade que dentre os 6 ntimeros sorteados, a maior sequéncia de niimeros
consecutivos tenha comprimento 47

4. Suponha que P(z),Q(z), R(x) e S(x) sdo polindmios tais que
P(®) + 2 [Q(a" = 1) = ()] + 2% [R(2019 - 2°) — S(2)| — #°S(2) = (1 + 2*)S(2).

a) Prove que existe um nimero complexo z # 1 tal que 2> = 1 e para todo n € Z com
1 <n <4 tem-se

P(1) + 2"Q(0) + z*" R(2018) = 0

b) Prove que se z # 1 e 2% = 1, entdo o determinante abaixo é diferente de zero.

1 1
det 2 22 23 | =28 2,7 4925 -4
22 2% 5
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¢) Conclua que 1,0 e 2018 sao raizes de P(z), Q(x) e R(z), respectivamente.

5. Seja O um ponto no plano e r uma reta que nao contém O. Considere o lugar geométrico
formado pelos pontos P para os quais OP intersecta r em R e |OP| - |OR| = 1.

a) Sejam P; e P, dois pontos no lugar geométrico tais que Oﬁl e Oﬁz intersectam r em R;
e Ry respectivamente. Prove que o quadrilatero Ry Py P>Ro é inscritivel, ou seja, existe
uma, circunferéncia que passa por seus vértices.

b) Se Py, Py, P3 sao pontos no lugar geométrico, prove que o quadrilatero O P, P,Ps é inscri-
tivel. Conclua que o tal lugar geométrico é formado pelos pontos de uma circunferéncia
passando por O, retirando-se o ponto O.

6. Sejam a, b, c nimeros reais positivos. Para cada inteiro positivo n considere a seguinte desi-
gualdade
b+c c+a a+bd 3" 1 1 1
+ + Z i -1 -1
an b cm (a+b+c)" a” b cn

Prove que

a) Se existe k > 0 tal que n = 2* a desigualdade é vélida para quaisquer a,b,c > 0.

b) Se a,b,c formam os comprimentos dos lados de um tridngulo, entdo a desigualdade é vélida
para todo inteiro n > 1.

BOA PROVA!
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