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Capitulo 1

OPRM 2019 — 12 fase

1.1 Nivel 3

1. Qual é a medida do lado de um tridngulo equilatero de altura
20197

(A) 2019
(B) 4038
(C) 6733
(D) 1346+/3
(E) 2019+/3

Solugdo. Um tridngulo equiladtero tem todos os angulos in-
ternos iguais a 60° e lados congruentes, logo se ¢ é a medida
de um lado, entao a altura h desse tridngulo pode ser expressa
da seguinte maneira

hze-senaoozz.\f.
Logo
,_ 20 _ 22019
= 75" 7\/3 :
Como 2019 = 673 - 3, teremos que
2-673-3
(="—7"""=2.673V/3 = 1346V3.
V3



A resposta correta é a alternativa D. d

. Sejam a e b raizes distintas da funcdo real f(z) = 201922 +
20192 — 4038. Qual é o valor de (a + b)?019?

(A) —

(B) 1

( ) 22019
( ) 22019
( ) 20192019

Solugdo. Para um polinémio da forma p(z) = cz? 4 dz + e
com ¢ # 0, temos que a soma das suas raizes a e b serd

d
a+b=——.
c
Entao pondo ¢ = 2019, d = 2019 e e = —4038 teremos
2019
b=———=-1.
ot 2019
Portanto
(a + b)2019 _ (71)2019 - 1.
A resposta correta é a alternativa A. ]

. Num quadrado méagico a soma dos valores nas linhas, colunas
ou diagonais é sempre o mesmo. Qual é o valor de x no cubo
magico abaixo?

10 X




(€) -3

(D) 5
(E) 8
Solucdo. Vamos nomear o quadrado superior direito como y:
10 | = Y
7 11
8

Olhando para linha superior temos que 10+ z +y é o valor co-
mum das diagonais, linhas e colunas. Olhando para a diagonal
secundéria teremos que 8 + 7 4+ y é o valor comum. Logo

0+z4+y=84+7+y=10+z2z=15=x=>5.
A resposta correta é a alternativa D. O

. Na figura abaixo temos um quadrado cuja diagonal vale 4 cm.
O valor da érea realcada em cm? é:

A D




(B)1- g
(©)1- 1
(D) 1-
(E)l—%

Solucgao. Seja d a diagonal do quadrado ABCD. Sabemos
que d = 4 cm. Entéo:

d=02 = (= f f = 2v/2 cm.

Seja T a circunferéncia inscrita no quadrado ABCD. Per-
ceba que o lado do quadrado ABC' D tem a mesma medida do

didmetro da circunferéncia I'. EntdooraiodeI' ér = 3 =2.

Calculamos agora a area do quadrado ABCD e da circun-
feréncia I':

Aapep = 2 = (2\/5)2 =4.2=8cm?

Ar = 12 = 7(v/2)? = 27 em®.

Perceba que a area realgcada A equivale a % da area de ABC'D
que nao estd coberta pela area de I'. Entéo:

Aapecp —Ar 8 —2m T
A= = =1— - cm”.
8 8 4
A resposta correta é a alternativa E. O

. Considere a seguinte disposi¢ao de niimeros. O ntimero 9 esta
na segunda linha e na primeira coluna. O ntimero 36 estd na
primeira linha e na quarta coluna. O ntmero 2019 estd na
i-ésima linha e na j-ésima coluna. Qual é o valor de i + 57

3 16 19 36 43 64 75
9 10 25 30 49 58 81



Solugdo. Perceba que (j+2)? estd presente na coluna j, para
todo j > 1 inteiro. Se j for um nimero impar, entdo (j + 2)?
est4 na linha 2. Se j for um niimero par, entdo (j42)? est4 na
linha 1. Sempre o outro elemento da coluna j seré (j +2)% —6.

O ntmero 2019 ndo é o quadrado de nenhum inteiro, mas
2019 + 6 = 2025 = 452. Entao 2019 estd na coluna j = 43,
pois 452 = (43 + 2)2, e na linha i = 1, pois 43 é impar. Logo,

i+j=1+43=44.
A resposta correta é a alternativa C. O

. Uma urna contém 2020 bolinhas numeradas de 1 a 2020. Uma
bolinha é sorteada. Qual é a probabilidade da bolinha sorteada
ter um nimero com todos os seus algarismos impares?

14

101
31

101
37

101
31

404
37

(B) 101

Solugdo. O espago amostral €2 é dado pelo conjunto 2 =
{1,2,---,2020}. O conjunto E é o evento que corresponde
ao numero sorteado conter apenas algarismos impares. Vamos
separar o problema em casos:

(A)

(©)
(D)



Caso 1: o ntimero sorteado possui apenas um algarismo. Nesse
caso, o conjunto de niimeros com apenas algarismos impares
é By ={1,3,5,7,9}. Entao |Eq| = 5.

Caso 2: o numero sorteado possui apenas dois algarismos.
Nesse caso, tome como Fsy o conjunto de niimeros com apenas
algarismos impares. Pelo Principio Fundamental da Conta-
gem, como ha apenas 5 algarismos impares, temos que |Fs| =
5.5 =25.

Caso 3: o numero sorteado possui apenas trés algarismos.
Nesse caso, tome como E3 o conjunto de niimeros com apenas
algarismos impares. Pelo Principio Fundamental da Conta-
gem, como ha apenas 5 algarismos impares, temos que |E3| =
5-5-5=125.

Caso 4: o namero sorteado possui todos os quatro algarismos.
Nesse caso, tome como F4 o conjunto de niimeros com apenas
algarismos fmpares. Como a Unica possibilidade para o pri-
meiro algarismo ser impar é o nimero 1, temos que |F4| = 125,
analogamente ao caso 3.

Entao |E| = |E1|+|Ea|+|E3|+|E4| = 54+25+1254125 = 280.
Logo:
_|E] 280 14

PE)= =" =
(E) Q] ~ 2020 101

A resposta correta é a alternativa A. O

. Uma funcao real satisfaz
zf(10 — z) — f(x) = 2® — 5.

Quanto vale f(1)?

10



Solugdo. Pondo z = 1 na expressao obtemos f(9) — f(1) =
—4 e pondo = = 9 na expressao obtemos 9f(1) — f(9) = 76.
Somando as duas equagoes teremos:

(f9) = f() + (9f(1) = f(9)) = -4 + 76

= 8f(1) =72

9.
8

= f(1)
A resposta correta é a alternativa E. O

. No trapézio retdngulo ABC'D abaixo, escolhe-se M sobre AD
de modo que o tridngulo BM C seja isésceles com BM = MC.
Sabendo que AB = 3 e DC = 6, qual o valor da altura do
tridngulo BM C' com relacao ao lado BC?

Solugao. A figura a seguir ilustra o problema.

11



Como AMBC ¢ isésceles, temos que MB = MC e BN =
NC. Disto segue que AM = MD e PM = MQ@. Temos
também que LZPMA = ZQM D, pois sao dngulos opostos ao
mesmo vértice. Pelo critério de congruéncia LAL, temos que
APMA = AQMD e, portanto, AP = QD. Temos que CD =
BA+ AP+ QD = 6. Como BA = 3, entdo AP + QD = 3.
Mas vimos que AP = QD, o que implica que 2- AP = 3 =
AP =1,5. Entéao:

h=BA+ AP =3+1,5=4,5.

A resposta correta é a alternativa D. O

. Seja w uma raiz de 22019 — 1 = 0, tal que w # 1. O valor de
WA w2 4w 4 - 4 w2018 4 2019 4.

(A) O

(B) 1
(C) 2018
(D) 2019
(E) 2020

Solugao. Temos que

a"—1=(a—1)A+a+a*+...+a" 2 +a" ),

12



10.

entdo como w?1? —1 = (w—1)(14+w+w? +wd+.. .+ w17+
w?018) | segue que

(w—11+w+w? +w?+ ... + w7 0?18 = 0.

Como w # 1, teremos que 1+w+w?+w+. . . +w?*7 12018 =
0, logo

w+w2+...+w2018+w2019:w(1+w+...+w2017+w2018)
=w-0=0.

A resposta correta é a alternativa A. O

Zezinho possui uma colecao de tazos. Ele gosta de organi-
zar os tazos em pilhas com a mesma quantidade de tazos. Ele
percebeu que se formar pilhas com 4 tazos cada, sobram exata-
mente 3 tazos. Se ele formar pilhas com 5 tazos cada, sobram
exatamente 4 tazos. E, finalmente, se ele formar pilhas com
11 tazos cada, sobram exatamente 5 tazos. Quantos tazos Ze-
zinho possui, sabendo que Zezinho possui menos do que 200
tazos?

(A) 119

(B) 139

(C) 159

(D) 179

(E) 199
x =3 (mod 4)

Solugdo. Basta resolver o sistema: { x =4 (mod 5)
x =5 (mod 11)

Substituindo a primeira equagdo na segunda, temos:
x=4k+3 =4 (mod 5) = 4k =1 (mod 5) = k =4 (mod 5)
=k=4+5l

13



Entao:

x =4k +3=4(445l) + 3 = 16 + 200 + 3 = 201 + 19.

Substituindo o obtido na terceira equagao, temos:
x=200+19=05 (mod 11) = 20l = —14 (mod 11)
=20l =8 (mod 11) = [ =7 (mod 11)
=1=T74+11lm.
Entao:

x = 201419 = 20(7+11m)+19 = 140+210m+19 = 210m+159.

Como Zezinho possui menos do que 200 tazos, entdo Zezinho
possui 210 - 0 4 159 = 159 tazos.

A resposta correta é a alternativa C. O

11. Na figura abaixo temos duas retas formando um angulo 6 e
um circulo de raio a tangenciando as duas retas. Se b >a é o
raio do circulo que tangencia as duas retas e a circunferéncia
de raio a, quanto vale o quociente b/a?

(A) sen(6/2)

14+sen(o/2
(B) reeniors)

14



(C) tg(0/2)

(D) 1+ We/m

(E) 14 cos(#)sen(6/2)

Solucao. Considere a semireta n que liga o ponto C, onde
iniciam as semiretas tangentes, ao centro do circulo de raio a.
Esta semireta serd a bissetriz das semiretas p e m, tangentes
aos circulos, pois considerando « o angulo formado entre p e
n e [ o angulo formado entre n e m, teremos que o centro,
um ponto de tangéncia e o ponto C' formardo um tridngulo
retdngulo no ponto de tangéncia e os segmentos que ligam o
centro aos pontos de tangéncia serdo os catetos opostos aos
angulos a e 8 de mesmo comprimento e hipotenusa comum,
logo senar = senf e portanto @ = . Como a + 3 = 0, segue
que a = =10/2.

Do mesmo modo podemos concluir que a semireta £ que liga
o ponto C ao centro do circulo de raio b também é bissetriz
de p e m, logo, pela unicidade da bissetriz, £ = n. Portanto a
bissetriz passa pelos centros dos dois circulos. Considerando
D a interseccao do circulo de raio a com n e x o comprimento
do segmento C'D, observe a figura abaixo.

15



12.

(2a+b+x)sen(6/2)

0~ (a+x)sen(8/2),

012

Note que a = (a + z)sen(0/2) e b = (2a + b+ z)sen(0/2). To-
mando a primeira equacao e substituindo na segunda, teremos
que

b=a+ (a+b)sen(0/2) =a+a-sen(0/2)+b-sen(d/2)
=b—0b-sen(0/2) = a(1 +sen(0/2)).

Portanto

B b 14sen(6/2)
b(1 —sen(0/2)) = a(l +sen(0/2)) = 2" T sen(8/2)°

A resposta correta é a alternativa B. O

A maior poténcia de 2 que divide 100! =1-2-3---99-100 é:
(A) 250

(B) 286
(C) 297
(D) 2100
(E) 2134

Solucgao. Pelo Teorema de Legendre, temos:
100 100 100 100 100 100
N=|— - - - — i
w00y = | |+ 2|+ [ [+ |5+ 7+ )

16



13.

14.

=50+25+12+6+3+1=97.

Logo, a maior poténcia de 2 que divide 100! é 2°7.

A resposta correta é a alternativa C. g

Um ntumero de cinco algarismos é dito zureta se todos os seus
algarismos forem primos e se o produto de seus algarismos for
par. Quantos numeros zuretas existem?

A) 121
B) 243
C) 256
D) 781
E) 943

Solugao. Os algarismos primos sdo 2,3,5,7. Entao, a quan-
tidade de numeros de cinco algarismos com todos eles pri-
mos é 4°, pelo Principio Fundamental da Contagem. Destes
numeros, a quantidade de ntimeros com o produto de seus
algarismos fmpar é 3%, pois a tinica maneira neste caso do pro-
duto ser impar é se todos os seus algarismos forem impares.

(
(
(
(
(

Logo, a quantidade de ntimeros zuretas é a diferenca
4% — 3% = 1024 — 243 = 781,

visto que o produto dos algarismos de ntmeros zuretas deve
ser par.

A resposta correta é a alternativa D. O

O numero |z] denota o menor inteiro que néo supera z. Por
exemplo, |3,4] =3 e |5] = 5. Para quantos inteiros positivos

|vVn] +|vVn+1] =107

17



(D) 10
(E) 11

Solugao. Como {\/ﬁJ ¢ o maior inteiro que nio supera \/n,
segue que {\/HJ + 1 é um inteiro maior que {\/HJ, entao deve

exceder y/n. Logo utilizando o mesmo argumento para n + 1
teremos

Vel < v <|val+ie |[Va+1]| < vatl< |[Vat1]+1,

Somando as duas desigualdades obtemos:

[va| + |[Va+1| < va+vatT < |Va| + [VaT1]+2

Se n satisfaz a condicao {\/HJ + b/n + 1J = 10 entao 10 <

vn++/n+1 < 12. Elevando os trés termos da desigualdade
ao quadrado e utilizando a férmula do bindmio quadrado no
termo central teremos

100 <n+2vnvn+14 (n+1) < 144

=100 < 2n+2¢/n(n+1) +1 < 144.

Utilizando a desigualdade /n < v/n + 1, teremos \/n(n + 1) <

Vin+1)2=n+1len=+vn?<n(n+1). Entao

100 < 2n+2y/n(n+ 1)+1 < 2n+2(n+1)+1 = 100 < 4n+3.

97
Disso segue que 97 < 4n e entao T < n. Como 25 é o menor

97
inteiro que excede T segue que 25 < n.

Também teremos a desigualdade:
n+2n+1<2n+2y/nn+1)+1< 144 =4n+1 < 144

18



15.

143
Logo 4n < 143 = n < e O maior inteiro menor que — é

35, logo n < 35. Mas /35 + 1 = v/36 = 6, logo L\/%J —6e
5 < /35 < 6, logo L\/%J = 5.
Entao n # 35, logo 25 < n < 34, assim 25 <n + 1 < 36.

A resposta correta é a alternativa D. O

Seja f a func¢do definida por f(t) =t + a® + bt, com a,b € R.
Se f(1) =6 e f(3) = 93, quanto vale f(2)?
53

3
67

3
89

3
95

3

(A)
(B)
(©)
(D)

87

() -

Solugao. Temos que:
f)=1+a+b=6=a+b=>5.

f3)=3+a®+0>=93 = a®+ 0> = 90.

Expandindo (a + b)?, temos:
(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab* + b*

=5 =90+3ab(a+b)

=125-90=3-ab-5

— 35 = 15ab
35 7
=ab=—=_.
YT T3

19



Expandindo (a + b)2, temos:

(a+b)?=a®+2ab+b?
2 2,42 7

14
:>25—§:a2+b2

61
= a2+ =—.
3
Entao, temos:
61 67
f@)=24+a®+0* =2+ — = —.
3 3
A resposta correta é a alternativa B. O

16. Dois tridngulos retangulos ABC' e ABD tém a mesma hipo-
tenusa AB de comprimento £. Sabendo que o angulo CM D é
de 60°, onde M é o ponto médio da hipotenusa AB, podemos
afirmar que o comprimento do segmento C'D vale:

Solucgdo. A figura a seguir ilustra o problema.

20



17.

Como M é o ponto médio da hipotenusa AB, temos que AM =

2
ACMD é isosceles. Como consequéncia, temos que ZMCD =

ZCDM = 60°, e portanto ACM D é equildtero. Logo, temos

14 14 14
MB = > o que implica que CM = —e MD = > Entao

l
que CD = 5
A resposta correta é a alternativa B. O

Quantos pares de inteiros positivos a > b > 0 satisfazem

a’® — b? = 20197

21



18.

(D)3

(E) 4

Solugdo. Temos que a? — b? = (a — b)(a + b) = 2019. O
namero 2019 s6 pode ser decomposto em produto de inteiros
positivos de duas maneiras. Cada maneira serd abordado em
um dos casos a seguir:

Caso 1: 2019 = 1-2019. Entao a?—b* = (a—b)(a+b) = 1-2019,
o que implica que a —b =1 e a + b = 2019. Resolvendo o
sistema, obtemos que a = 1010 e b = 1009.

Caso 2: 2019 = 3-673. Entdo a®> —b> = (a—b)(a+b) = 3-673,
o que implica que a —b = 3 e a + b = 673. Resolvendo o
sistema, obtemos que a = 338 e b = 335.

Logo, ha apenas 2 pares de inteiros positivos a > b > 0 que
satisfazem a® — b? = 2019.

A resposta correta é a alternativa C. O

De quantas maneiras é possivel distribuir 50 bombons iguais
entre 5 pessoas, de modo que cada pessoa receba necessaria-
mente pelo menos 7 bombons?

(A) 1365
(B) 3876
(C) 23256
(D) 82251
(E) 316251

Solucao. Distribua 7 bombons para cada uma das 5 pessoas.
Agora temos apenas 15 bombons para distribuir. Calcular a
quantidade de maneiras possiveis de distribui-los é equivalente
a calcular a quantidade de solugbes inteiras nao negativas da
equacao: a+b+c+d+e = 15. Basta calcular as permutacées
entre os 4 sinais de + e os 15 bombons. Temos:

190 19-18-17-16

= =19-17-4.3 = 3876.
15! - 4! 4.3-2 3 =38

P54 =

A resposta correta é a alternativa B. O
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2 2 2 2

19. Qual o valor da soma: 57 1+32 — 1+42 — | "'+182 —
2

— 7
192 -1

531
A) —=
(4) 380
423

380
187

19
54
19
27
19

19
Solugao. Queremos calcular o valor de Z =1 Note que

ik
podemos decompor o termo geral dessa soma em fracoes par-

ciais:

2 2 A LB
k2—-1 (k—1)(k+1) k-1 k+1

_A(k+1)+B(k—-1) Ak+A+Bk—-B _
- (k=D (k+1) (E-D(k+1)

_ k(A+B)+(A-B)
N k2 —1 '

Disto segue que A+ B=0e A— B =2 e portanto, A=1¢e
B=-1.
Entao, temos:
_ 19 1 1) _ (.1 1 1 1
Shlo iy = k2<71 r) (ﬁ ﬁ)Jr(ﬁ—sTJJF
_ 1_ 1 _ 1 _ 531
""(181 18+1> (191 19+1>_1+§_E_ﬁ—%'

A resposta correta é a alternativa A. ]
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20. O numero

62019 est4 escrito em um quadro negro. Calculamos

a soma de seus algarismos, depois a soma dos algarismos do
resultado e assim por diante, até obtermos um tinico algarismo.
Qual é esse algarismo?

A)oO
B) 3
C)6
D)7

E)9

Solugao. Como os restos da divisdo por 9 de um ntmero na-
tural e da soma de seus algarismos sio iguais, o resto de 62019

tem que ser igual ao resto do resultado final z. Temos:

(
(
(
(
(

62019 = 22019'32019 = 22019'32017'32 = 22019'32017'9 =0 (mod 9)

Como x = 0 (mod 9) e z é um algarismo, entdo x = 0 ou
x = 9. Como estamos sempre somando algarismos positivos,
a soma nunca sera nula e, por isso, x = 9.

A resposta correta é a alternativa E. ]
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