Polos Olimpicos de Treinamento
Curso de Combinatdria - Nivel 1 Aula 8

Prof. Bruno Holanda

Configuracoes Magicas

De maneira geral, podemos dizer que as configuragoes magicas sao tipos especiais de
diagramas em que devemos colocar um conjunto de nimeros obedecendo alguma regra ou
padrao. Um dos exemplos mais famosos de configuracoes magicas é o quadrado maégico,
que consiste de um tabuleiro 3 x 3 no qual devemos colocar os nimeros de 1 a 9 (sem
repetir) de modo que a soma dos elementos escritos em cada linha, coluna o diagonal seja
sempre 0 mesmo.

A ideia bésica para construirmos um quadrafo mégico é perceber que a soma de todos
0s nuimeros serd

14243+ 4+8+9=45,

e dessa forma, a soma dos elementos em cada linha deve ser 4—35 = 15. Para determinar a

posicao de cada um dos ntimeros, use as variaveis a,...,i para representar os valores de cada
casa do tabuleiro da seguinte forma:

alb|c
dle|f
gl h|i

Somando os elementos presentes nas diagonais, na segunda linha e segunda diagonal,
temos:
a+btctd+et+frg+h+itde=4-15=060

=45

Resolvendo esta ultima equacao, descobrimos que e = 5. Dessa forma, nimeros que so-
mam 10 devem ocupar casas opostas em relagao a casa central do tabuleiro. Por exemplo,
se a for 7, i deve ser 3. Continuaremos a analise focando no maior niimero do conjunto: o 9.

Suponha que a = 9. Neste caso, devemos ter b+ c =6 e d+ g = 6. Lembre-se que a ja
descobrimos que a soma dos nimeros em cada linha e cada coluna deve ser igual a 15. Por
outro lado, ndo ha como escolhermos dois pares de niimeros no conjunto {1,2,3,4,6,7,8,9}
de forma que a soma dos elementos em cada par seja 6. Dessa forma, concluimos que a # 9.
De modo anélogo, nenhum dos valores ¢, g ou h pode ser 9, devido a simetria existente no
quadrado. Dessa forma, 9 sé pode ocupar uma das posicoes b, d, f ou h. Novamente pela
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simetria, podemos assumir que h = 9. E neste caso, b = 1.

Agora veja que g + i deve ser igual a 6. Portanto, g e ¢ sdo, em alguma ordem, 2 e 4.
Sem perda de generalidade, faca ¢ = 2 e ¢ = 4. Neste caso, a = 6 e ¢ = 8. Para finalizar,
veja que devemos ter d = 3 e f = 7. Logo, um possivel exemplo de quadrado mégico é:

811]6
316|7
4192

g

Problema 1. Mostre como distribuir os ntimeros de 1 a 7 de modo que a soma dos niimeros
em cada uma das linhas seja sempre o mesmo.

N\

Solugao. Sejam a, b, ..., g 0s nimeros que ocupam as casas do diagrama da seguinte maneira:

Note que a, ..., g sao uma permutacgao de 1,...,7 e, portanto:
a+b+c+---4+9g=1+24+34---+7=28

Seja z a soma dos elementos em cada uma das linhas. Somando os elementos das trés
linhas que partem de (a), temos

20+ (a+b+c+---+9g) =3z
2a + 28 = 3z
Somando os elementos das duas linhas horizontais:

b+c+- - +g=2x
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28 —a =2z
Resolvendo o sistema com varidveis a e x encontramos que a = 4 e x = 12. Neste caso,
b+e=c+f=d+g=8

Os tnicos pares de nimeros do conjunto {1,2,3,5,6,7} que somam oito sao (1,7), (2,6) e
(3,5). Dessa forma, assuma que b = 1. Portanto, devemos ter e = 7 e ¢ +d = 11. Assim,
concluimos que ¢ =6, d =5, f =2 e g = 3 é uma possivel solugao. 0

Problema 2. Mostre como escrever os nimeros de 1 a 9, um por casa e sem repeticoes, de
modo que a soma dos nimeros em cada uma das quatro linhas seja a mesma. Ja foram
escritos os numeros 9 e 6. Colocar os demais nimeros.

QA

Solugao. Seja S a soma dos trés numeros escritos em cada linha. Defina x, y e z os
ndmeros que ocupam as casas centrais da configuracao da seguinte forma:

Se somarmos as quatro linhas, os ntimeros 9, 6 e z serao contados duas vezes, enquanto
os demais nimeros serdao contados apenas uma vezes. Dessa forma,

45=14243+---4+84+9+(6+9+2z) =60+ x.
Portanto, x deve ser um multiplo de 4. E os tnicos valores possiveis sao 4 ou 8.

e Se x =4, entao S = 16. Neste caso, y deveria ser igual a 6. Impossivel, pois nenhum
numero deve ser repetido.

e Sex =38, entao S =17, y = 3 e z = 2. Restando os nimeros 1,4,5,7 que podem ser
distribuidos da seguinte maneira:

gt
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Finalizaremos os exercicios resolvidos com uma questao um pouco mais trabalhosa do
que as demais.

Problema 3. (Olimpiada Rioplatense) Em cada casa de um tabuleiro 4 x4 deve ser colocado
um dos nimeros de 1 a 16 sem repetir nenhum de modo que a soma dos niimero em cada uma
das quatro linhas, quatro colunas e duas diagonais forme, em alguma ordem, um conjunto
de 10 ntmeros inteiros consecutivos. Alguns nuimeros ji foram colocados. Determine a
posicao dos demais.

415 |7
6 3
11 12 |9
10

Solugcao. Sejam z,z + 1,...,x + 9 o dez nimero consecutivos mencionados no enunciado.
Considere ainda os numeros a, b, ¢ na tabela a seguir:

4 5 | 7] a
6 | b |3
11 (1219
10 c

Sabemos que a soma de todos os niimeros na tabela ¢é

16 - 17

14+24+3+-+16= =136

Dessa forma, quando somamos os nimeros de = a = + 9 estamos somando cada uma das
quatro linhas, quatro colunas e o nimeros nas diagonais. Assim

c+ @41+ -+ (249 =2-136+10+12+3+44+9+a+b+c

102+ (1424 +9)=272+38+ (a+b+c)
10z +45 =310+ (a + b+ ¢)
10z =265+ (a + b+ c).

Na ultima equagao, temos do lado direito um ndmero multiplo de 10. Portanto, a + b + ¢
deve ser um ndmero terminado em 5.

Observe que a,b, ¢ pertencem ao conjunto F' = {1,2,8,13,14,15,16} formado pelos
numeros que estao faltando ser colocados na tabela. Note ainda que os possiveis valores de
a + b+ ¢ sao limitados:

11=1+2+8<a+b+c<14+15+ 16 = 45.

Dessa forma, a + b + ¢ s6 poderia assumir um dos seguintes valores: 15,25, 35, 45.
Por outro lado, nao hé trés elementos em F' cuja soma seja 15. Portanto, descartamos
essa possibilidade. Testando os outros casos:
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e Seat+b+c=25entdox =29 e x4+ 9 = 38.
e Sea+b+c=35entaox =30e x4+ 9= 39.
e Sea+b+c=45,entao x =31 e x + 9 = 40.

Em todos os casos, devemos ter que a soma dos nimeros na segunda diagonal deve ser
menor que ou igual a 40. Logo,

10+12434a<40=a < 15.

Por outro lado, se a = 15 a soma dos nimeros na primeira linha serd 4+5+7+15 = 31 que
¢é igual & soma dos elementos da primeira coluna. Assim, descartamos esta possibilidade.
Mais ainda, a soma dos elementos da primeira linha deve ser maior que ou igual a 29. Logo,

445+7+a>29=a>13.

Dessa forma, s6 nos restam duas possibilidades ou a = 13 ou a = 14.

Se a = 13, a soma dos elementos da primeira linha serd 29. Esse valor sé6 pode ser
considerado se x = 29. Portanto, a + b+ ¢ = 25 e assim b 4+ ¢ = 12. Consequentemente, a
soma dos elementos da primeira diagonal serd 4 + 9 + b 4+ ¢ = 25: um valor que nao pode
ser valido. Concluindo, a deve ser igual a 14.

Sabendo que a = 14, devemos ter que b+c =11 oub+c =21 ou b+c¢ = 31. Como b, c €
F e nao ha dois elementos em F' cuja soma seja 11, descartamos a primeira possibilidade.
Se b+ ¢ = 31, entdo a soma dos elementos da segunda diagonal serd 4 + 9 + 31 = 44,
superando a cota de 40 achada em argumento anterior. Portanto, b+ ¢ = 21 e neste caso b
e ¢sao 13 e 8 em alguma ordem. Pois sdo os Unicos ntimeros que somam 31 e que petencem
a F. Além disso, também descobrimos que x = 30 e que os dez valores a serem considerados
estao entre 30 e 39 (inclusive).

Agora veja a tabela com alguns valores ja descobertos e outros a serem considerados
nos préximos argumentos. Seja ainda G = {d, e, f,g} = {1,2,15,16} o conjunto dos demais
nimeros restantes.

4 |5 | 7|14
6 | b|3]|d
1111219 e
0| f |g|c

Sabemos que a soma da primeira diagonal é 34 e que a soma da terceira linha nao pode
ser superior a 38 (pois 39 ja é a soma dos nimeros na segunda diagonal). Portanto,

114+12494+e<38=¢e<6.

Como e € G e e # 2, pois caso contrario a soma dos elementos da terceira linha seria 34,
concluimos que e = 1.

Na terceira coluna, observe que 7+ 3+ 9+ g > 30, logo g > 11. Como g € G, devemos
ter que g = 15 ou g = 16. Se g = 15, a soma dos elementos da terceira linha serd 34 (o
mesmo da segunda diagonal). Portanto, g = 16. Refazendo a tabela:
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4 |5 |7 |14
6 | b|3|d
11112 9 | 1
0] f |16 ¢

Agora sabemos que {b,c} = {8,13} e {d, f} = {2,15}. Veja ainda que nao podemos
ter b = 13 e f = 15, pois a soma da segunda coluna seria 13+ 124+ 15+ 5 =45 > 39. E
também nao podemos ter b = 8 e d = 2, pois neste caso, a soma da segunda linha seria
64+ 843+ 2=22< 30. Para finalizar, se f =2 e ¢ = 13 a soma dos numeros da quarta
linha sera igual a 10 + 2 4 16 + 13 = 41 > 39. Portanto,

(b,c.d, f) = (8,13,15,2).

Problemas Propostos

Problema 4. Mostre como escrever os ntimeros de 1 a 7, um por casa, de modo que a soma
dos trés nimeros em cada uma das trés linhas seja 0 mesmo. J4 foram colocados o 3 e o 4.
Mostre como colocar os demais.

Problema 5. As casas de um tabuleiro 4 x 4 devem ser numeradas de 1 a 16, como mostrado
parcialmente no desenho, formando um Quadrado Mégico, ou seja, as soma dos nimeros
de cada linha, de cada coluna e de cada uma das duas diagonais sao iguais.

141115 | X
8
12 3

Y

a) Que numeros devem ser escritos no lugar de X e de Y7

b) Apresente o Quadrado Magico completo.

Problema 6. Na tabela a seguir, escreva os numeros de 1 a 9 em cada coluna de modo que
a soma dos numeros escritos nas 9 linhas seja a mesma (igual a Y).
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X | X | X

Bibliografia Recomendada

Muitos dos exercicios propostos nesta aula foram retirados da pagina da Olimpiada Bra-
sileira de Matemadtica (www.obm.org.br). Outros livros que também podem servir como
apoio sao:

1. Mathematical Circles: Russian Experience (Mathematical World, Vol. 7).
Dmitri Fomin, Sergey Genkin, Ilia V. Itenberg.

2. Leningrad Mathematical Olympiads 1987-1991 (Contests in Mathematics
Series ; Vol. 1). Dmitry Fomin, Alexey Kirichenko.

Vocé podera buscar outras questoes nos bancos de questoes e nas provas antigas da OBMEP,
no site www.obmep.org.br.

Dicas e Solucgoes

4. Seja x o numero que deverd ser colocado abaixo do quatro, como mostrado na figura
a seguir: Seja S a soma dos elementos em cada uma das trés linhas presentes na

4

configuracao. Somando todos os elementos em todas as linhas, os nimeros 3 e x
serao somados duas vezes e os demais apenas uma. Dessa forma, temos a seguinte
equagao:

3 =142+ 4+7+B+2)=31+2
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Dessa forma, x deve ser um numero que deixa resto 2 na divisdo por 3. As tnicas
possibilidades sao x = 2 ou « = 5.

e Se x = 2, entdo S = 11. Dessa forma, podemos completar a configuragao
facilmente.
1 4
3162
7 5

e Se x =5, entao S = 12. Se estes valores fossem validos, o nimero logo abaixo
de x = 5 deveria ser 3. Impossivel, pois nao podemos repetir valores.

w
EEE

5. a) A soma de todos os inteiros de 1 a 16 (inclusive) é igual a 2T = 136. Dividindo-

se este valor por 4, saberemos qual deve ser a soma dos elemnetos em cada uma

das quatro linhas. Este valor é S = 12—6 = 34. Dessa forma, podemos rapidamente

calcular os valores de X e Y:
144+11+54+X=34= X =4

144+84+3+Y =34=Y =9

b) Agora use as incégnitas a, b,..., h para representar os valores restantes da tabela.

14|11 |5 |4
a | 8 |b|c
12| d | 3 |e
flglh!|9

Agora considere as seguintes equagoes obtidas analisando-se a segunda diagonal e

a quarta linha:
f+d+b=34—-4=30

f4+g+h=31-9=25

Assim, 2f + (b+d+g+h) = 55. Somando os elementos nas duas colunas centrais:
114+8+d+g+5+b+3+h=34+34

=b+d+g+h=41
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Portanto, 2f = 55 — 41 = 14 = f = 7. Consequentemente, pela soma dos
elementos da primeira coluna, a = 1. Assim, b+ ¢ = 25. Como b,c > 16 temos
um numero restrito de possibilidades para testar. Sao elas:

{b,c} = {16,9}: {15,10}; {14,11}; {13,12}

Destas, apenas a segunda possui os nimeros ainda nao utilizados. Logo, temos
duas possibilidades:

e Se b = 15. Neste caso, h =34 — 5 — 15 — 3 = 11. Impossivel, pois o nimero
11 ja foi utilizado.

e Se b = 10. Neste caso, ¢ = 15 e h = 16. Encontrando-se facilmente os demais
numeros a partir deste ponto, chegamos a seguinte tabela:

141115 | 4
1| 8|10 15
12113 3 | 6
7121169

6. A soma dos 27 nimeros escritos na tabela é igual a trés vezes X e igual a nove vezes
Y. Como X é a soma dos nuimeros em cada coluna,

X=1+24+3+---4+9=45

Portanto, 9Y = 3X = Y = 15. A tabela a seguir mostra uma forma de escrever os
numeros na tabela:

| e e
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